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⽆条件极值  
⽆条件极值属于多元函数极值中，较为简单的⼀类问题，其解决的问题描述⼀般是：

给定⼀个多元函数 ，求解他在实数域上的极值

解决该类问题的思路也很简单，直接沿⽤我们在 ⼀元函数 中的⼿段：通过 驻点 找 极值点

⽤  对  分别求 偏导，然后令 ⼀阶偏导数 为零，找出 驻点

如何判断 驻点 是否是 极值点 ？常⽤⼿段是 ⿊塞矩阵（Hessian Matrix）判别式

他是⽤于研究函数在⼀点处 曲率 的变化⽽存在的（就像⼀元函数求⼆阶导数的⾏为，本质相同）

⿊塞矩阵判别式： 

若 ⿊塞矩阵判别式 ：

1. ⼤于 ，则该驻点是极值点

1. 若  则为极⼩值点
2. 若  则为极⼤值点

2. ⼩于 ，则该驻点不是极值点

3. 等于 ，则 判别式失效

当 判别式失效 时，我们可以利⽤ 极值的定义，然后通过⼀个 ⼆元极限 判断该点是否是极值点

1. 如果找到两条路径，⼀条路径极限⼤于该点值，⼀条路径极限⼩于该点值，则⾮ 极值点
2. 如果 去⼼邻域 内的值都⼤于或⼩于该驻点的值，则该驻点为极值点

关于 ⽆条件极值，各⼤辅导书上步骤都有详细讲解，故这⾥就不准备例题了，只帮助⼤家理清思路

 

条件极值  
条件极值 是考研中常考的，⽅法超固定，计算超复杂的⼀类问题

条件极值 围绕着 ⽬标函数、约束条件 两个关键字展开

求解的是 ⽬标函数 在 约束条件 下的 极值 问题

其问题描述⼀般为：

已知函数 ，求解 在约束条件 下的最值
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通法 是 拉格朗⽇数乘法：是⼀种寻找变量受⼀个或多个条件所限制的多元函数的极值的⽅法

构造如下⽅程组：

令

令

令

令

然后解该⽅程组，便可以得到 ⽬标函数 在 约束条件 下的 极值点

然后⽐较⼏个 极值点，选出 最⼤最⼩值 即可

不过 条件极值 难，从来都不是难在做法上，⽽是构造的 拉格朗⽇数乘法⽅程 难解

接下来的内容，将会围绕优化解⽅程出发，分享⼏个我常⽤的⽅法

利⽤轮换对称式化简拉格朗⽇乘⼦  
在下⽅的 利⽤⻬次式化简拉格朗⽇乘⼦ 中介绍过：（这个专题我是从下往上写的 w）

拉格朗⽇函数 是⼀个 多项式函数，可以利⽤很多 多项式的特性 对计算进⾏化简

⽽本篇中，提到的⽅法便是 轮换对称式

⼆元轮换对称式 的定义：

对于⼀个⼆元多项式 ，如果⽤  代替 ，⽤  代替 ，后 代数式 保持不变，则称  具有 轮换
对称性

上述定义可以扩充到  元，此外 ⼆元轮换对称式 也是⼀个 完全对称式

轮换对称性⽤简单⼀个点的话来说就是，如果交换  后，  保持不变

对于具有 轮换对称性 的函数，⼀定有解 

因此我们不妨直接让  然后提出  的因式

然后分类讨论两个因式分别为  的解

【例】设计⼀个容积为  的⻓⽅体开⼝⽔箱，⻓宽⾼分别为多少时最节省材料

【解】根据题意可得 ⽬标函数: ，约束条件 

构造拉格朗⽇函数：

显然  具有轮换对称性



令

令

令

令

利⽤轮换对称性，让  得：

(1)  时：

，

故 

(2)  时：  ⽆解

由于题⽬保证⼀定有解，故最⼩值解为：

2013年超难解的多元极值问题，就可以利⽤本技巧化简运算，读者可以去试⼀下

三⻆换元法  
这个⽅法很简单，本质就是沿⽤了⼤家在 ⼆重积分 ⾥常⽤的 极直互化 技巧

考虑按照 约束条件 的形式，将 直⻆坐标 转化成 极坐标 形式

这样就从原来的  极值问题，转化为  极值问题

由于是基于 约束条件 转换的坐标，转化过来后  是带着 约束条件 的 取值范围限制

故  最后可以通过 三⻆恒等变形 化成⼀个  的形式



然后就可以根据  范围直接写出  的 取值范围

【例】 ，求  的取值范围

【解】根据 约束条件 的形式，进⾏ 极直互化

不妨令 ， ，则 ，

对 ⽬标函数 转 极坐标：

由于 ，故 

该⽅法同样适⽤于 三个变量平⽅和的等式 下

由于是等式，故可以选择两个变量建⽴极坐标，让第三个变量代替  作为参数限制

如下⾯这题

【例】 ，求  的取值范围

【解】对  进⾏变形： ，考虑围绕  建⽴极坐标

对约束条件进⾏恒等变形：

建⽴极坐标：

易得 ，

对⽬标函数进⾏换元：



根据 ，有  （读者⾃证不难）

⽽ 

故 

利⽤⻬次式化简拉格朗⽇乘⼦  
部分参考⾃ @考研竞赛凯哥，及其他参考⽂献

这⼀部分，有⼀些数学知识作为前置铺垫，不过最后得出来的结论相当简单

如果没有想要了解的想法，只是以考试为主要⽬的的同学，可以直接往下滑

解 多元函数条件极值 问题时，需要⽤到 拉格朗⽇乘数法 构造 拉格朗⽇函数

其中  为参数

由于  是作为参数存在的，故研究 拉格朗⽇函数 实际上是在研究⼀个 多项式函数

⽽当研究对象转换到 多项式函数 后，就可以⽤到很多 特殊多项式函数 的性质

例如，本篇中会介绍的 ⻬次函数（如果该次数是⼆次型，推荐⽤下⼀个⼆次型解法）

k 次式的⻬次函数 的 定义 为：

对于  次 ⻬次函数 ，有 ⻬次函数 的 欧拉定理：

简单证明：

对于  次⻬次函数 ，对定义式两边求全微分：

通过这个 算两次 的思想，由于两个 全微分 必相等，于是：

取 ，得：



回到 多元函数条件极值 问题上来

若⽬标函数  和约束条件  满⾜  和  是  次多项式，那么  也是  次多项式。

对于 拉格朗⽇乘⼦ ，

可以考虑 ，即 （常数  求偏导后被⼲掉了）

根据 欧拉定理， ，再根据条件 ，  可以进⼀步化简为 

因此考虑  的最值问题，就化为考虑  的最值问题

理论铺垫多说⽆益，我们直接来⼀道实战题⽬进⾏讲解

题选⾃李林预测卷，我是在群⾥找来的到的

【例】求中⼼在坐标原点的椭圆  的⻓半轴和短半轴⻓度

【解】椭圆⻓/短半轴⻓度就是椭圆上离中⼼点最 远/近 的距离⻓度

故可以⽬标函数就是 ，但为了化简计算，不妨设⽬标函数为 

构造拉格朗⽇乘数法：

令

令

令

考虑使⽤⻬次型化简转化研究对象，让 ：

由于已知约束条件 ，故直接代⼊上式得：

求 最值的问题，成功转化为求  最值的问题了

由于  否则肯定不满⾜第三个⽅程 

故⼀、⼆两个⽅程  和  ⼀定含有 ⾮零解，故他们的 系数矩阵⾏列式 = ：

由此可知  的最⼤值为 ，最⼩值为 

对应到 ， ，

利⽤⼆次型求解  
根据 线性代数 知识我们知道，⼆次型 化成 标准型，可以通过 正交变换 实现



⽽ 正交变换 有⼀个⾮常好的性质：保向量 模⻓ 相等

这样就能利⽤该 性质，把原有的 约束条件，运⽤到新坐标下，产⽣新的 约束条件

适⽤的题型要求：

1. ⽬标函数  是⼆次型
2. 约束条件  只含有平⽅项，形如 

这样，我们最终要找的 ⽬标函数 最值，就分别是该 ⼆次型矩阵 的 最⼤最⼩特征值

上述为直接结论，我会在下⾯这道例题中详细讲解原理

【例】求  在约束条件  上的最值

【解】⽬标函数 是 ⼆次型，且 约束条件 为 平⽅和，考虑使⽤ ⼆次型 计算

令 ⼆次型  对应的矩阵 

求出  的 特征值，令 

故可得特征值：

 时：

 时：

 时：

故存在 正交矩阵 

故存在 正交变换 

由于 正交变换 是保向量模⻓的，故 

故原命题就等价于：⽬标函数：  在 约束条件：  下的最值问题

因此，  的最⼤值就是把全部模⻓分给系数最⼤的分量，最⼩值就是分给系数最⼩的分量

即我在开头说过的，最⼤最⼩特征值



故 

利⽤常⻅不等式求解  
这⾥不会使⽤额外其他的不等式，我只介绍考研中常⽤的 均值不等式 和 柯⻄不等式

柯⻄不等式：

当且仅当  时，等号成⽴

均值不等式：

当且仅当  时，等号成⽴

柯⻄不等式 建⽴的是 多项平⽅和  多项和 的不等式

均值不等式 建⽴的是 多项平⽅和  多项积 的不等式

⼀个是 平⽅和 到 和，⼀个是 平⽅和 到 积，这是我们考虑使⽤不等式时，⾸先要考虑的问题

【2018年19题】将  的铁丝分成三段，依次围城圆、正⽅形、正三⻆形。三个图形的⾯积之和是否存在最⼩
值？若存在，求出最⼩值。

【解】令铁丝分给三个图形的⻓度分别为 ，则 

通过已知周⻓分别计算出三个图形的⾯积，应为：

故 

原命题就等价于，⽬标函数 为 ，在 约束条件  下的最⼩值

⽬标函数是 多项平⽅和，约束条件是 多项和，考虑选⽤ 柯⻄不等式 放缩

构造柯⻄不等式：



故 ，当且仅当  时等号成⽴

【2021年数⼀】设 ，满⾜ ，求  的取值范围

【解】⽬标函数 ，约束条件 

(1) 式左侧是 多项平⽅和，(2) 式左侧式 多项和 考虑 柯⻄不等式 放缩

构造 柯⻄不等式：

故 


	无条件极值
	条件极值
	利用轮换对称式化简拉格朗日乘子
	三角换元法
	利用齐次式化简拉格朗日乘子
	利用二次型求解
	利用常见不等式求解


